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1. การแกว่งกวัดแบบบังคับ (Forced Oscillation)  [40 คะแนน] 
วัตถุขนาดเล็กมวล m  ติดอยู่กบัปลายสปริงเบาซึ่งมีคา่คงตัวของสปริงเป็น k  แกว่งกวัดโดยมีแรงต้านอากาศแปร

ผันตามความเร็วของวัตถุซึ่งมีค่าคงตัวของแรงต้านอากาศเป็น b  (แรงต้านอากาศ dF bv=− )  และมีแรงภายนอก

ขึ้นอยู่กับเวลา ext 0 sinF F tω=  มากระทํา (แรงภายนอกมีแอมพลิจูดเป็น 0F  และมีความถี่เชิงมมุ ω )   สมการ

การเคล่ือนท่ีของการกระจัด ( )x t  ของวัตถจุากตําแหน่งสมดุลคือ  

 
2
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2
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จงตอบคําถามต่อไปนี้ 
• จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการการเคล่ือนท่ี (1.1)  
• เมื่อเวลาผ่านไปนานมากๆ (t → ∞ )  ความถี่เชิงมมุ ω  ของแรงภายนอกต้องมีคา่เท่ากับเท่าไรจึงจะทําให้

การกระจัด ( )x t  มีแอมพลิจูดสูงสุด  และแอมพลิจูดท่ีสูงสุดของการกระจัดมีคา่เท่ากับเท่าไร 
 

 

 
 
2. จุดวิกฤติของแก๊สฟันเดอร์วาลส์ (Critical Point of van der Waals Gas)  [30 คะแนน] 

สําหรับแก๊สฟันเดอร์วาลส์ท่ีอยู่ในภาชนะปริมาตร V  มีความดัน P  มีอุณหภูม ิT  และมีจํานวน n  โมล  (หรือมี
จํานวน N  โมเลกุล)    สมการสถานะ (equation of state) ของแก๊สฟันเดอร์วาลส์อยู่ในรูป   

 ( )
2

B2

an
P V nb nRT Nk T

V

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 (2.1) 

โดยท่ี a  และ b  เป็นค่าคงตัวขึ้นอยู่กับชนิดของแก๊ส   คา่คงตัวของแก๊สต่อหนึ่งโมล (molar gas constant) มีค่าเป็น 

 1 18.314 472 0.000015  J K mol( )R − −= ± ⋅ ⋅  (2.2) 

และค่าคงตัวของโบลต์ซมันน ์(Boltzmann constant) มีค่าเป็น 

 23 1
B 1.3806504 0.0000024 10 J K( )k − −= ± × ⋅  (2.3) 

แก๊สฟันเดอร์วาลส์มีจุดวิกฤติ (critical point) ในแผนภาพ PVT  (PVT  diagram) ท่ีจุด c c c, ,( )T V P     โดยมี

เงื่อนไขว่า   
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⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂⎝ ⎠
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 (2.4) 

นั่นคือ ณ บริเวณใกล้ๆ จุดวิกฤติบนเส้นไอโซเทิร์ม (isotherm) ท่ีอุณหภูมิคงตัว cT   ความดัน P  เกือบจะสม่ําเสมอ 

(nearly uniform) มีค่าคงตัวไม่ขึ้นอยู่กับปริมาตร V     จงตอบคําถามต่อไปนี้ 
• จงหาค่าปริมาตรวิกฤติ cV  ,   อุณหภูมิวิกฤติ cT   และความดันวิกฤติ cP    ในพจน์ของ a ,  b ,  n   และ  

R   
• ณ จุดวิกฤติของแก๊สฟันเดอร์วาลส์   จงแสดงว่า  

 c c

c

3
8

P V

nRT
=  (2.5) 

• จงแสดงว่าสมการสถานะฟันเดอร์วาลส์สามารถเขียนอยู่ในรูปสมการสถานะเวอร์เรียล (virial equation of 
state)  สําหรับกรณีท่ี V nb>   ได้ดังน้ี  

 
2 3 4

2 3 41
PV a n n n n

b b b b
nRT RT V V V V

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟= + − + + + +⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
 (2.6) 

 
 

 
 
3. ตัวแกว่งกวัดแบบฮาร์มอนิกใน 1 มิต ิ(One-Dimensional Harmonic Oscillator)  [30 คะแนน] 

ตัวดําเนินการแฮมิลโทเนียน (Hamiltonian operator) ของตัวแกว่งกวัดแบบฮาร์มอนิกมวล m  แกว่งกวัดด้วย
ความถี่เชิงมมุ ω  ใน 1 มิติ  มีคา่เป็น  

 
2

2 2ˆ 1ˆ ˆ
2 2
p

H m x
m

ω= +  (3.1) 

โดยท่ีตัวดําเนินการตําแหน่ง (position operator) x̂   และตัวดําเนินการโมเมนตัม (momentum operator) p̂  สอดคล้อง
ความสัมพันธ์การสลับท่ี (commutation relation)  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ix p x p px≡ − =  (3.2) 

นิยามตัวดําเนนิการ   

 i
ˆ ˆ ˆ
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a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≡ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
     และ     † i

ˆ ˆ ˆ
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m

a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≡ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 (3.3) 
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โดยท่ีเมื่อตัวดําเนินการ â  และ †â  กระทํากับสถานะพื้น (ground state) 0  และสถานะถกูกระตุ้นอันดับท่ี n  ( thn  

excited state) n  ได้ผลเป็น  

 ˆ 0 0a =      และ     ˆ 1a n n n= −  (3.4) 

กับ 

 †ˆ 0 1a =      และ     †ˆ 1 1a n n n= + +  (3.5) 

สําหรับ ,n n +′ ∈ Z  (จํานวนเต็มบวก)  ค่าผลคูณภายใน (inner product) ระหว่างสถานะถกูกระตุน้อันดับท่ี n  กับ

สถานะถกูกระตุ้นอันดับท่ี n ′  ใดๆ มีค่าเป็น 

 ,

1 ;

0 ;n n

n n
n n

n n
δ ′

⎧ ′⎪ =⎪′ = ≡ ⎨ ′⎪ ≠⎪⎩
 (3.6) 

จงตอบคําถามต่อไปนี้ 
• ความสัมพันธ์การสลับท่ี †ˆ ˆ[ , ]a a  มีคา่เท่ากับเท่าไร  และจงแสดงว่า  

 † 1ˆ ˆ ˆ
2

H a aω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (3.7) 

• จงหาค่าของ  ˆn x n  ,   ˆn p n ,   2ˆn x n ,   2ˆn p n    และ   ˆn H n    สําหรับสถานะ

ถูกกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ 

• ในสถานะถูกกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ กําหนดให ้  22ˆ ˆA n A n n A nΔ ≡ −   สําหรับตัว

ดําเนินการ Â  ใดๆ     จงหาค่าของ xΔ  และ pΔ   สําหรับสถานะถกูกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ 

• ในสถานะถูกกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ    จงแสดงว่า 

 1
2

x p n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ Δ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (3.8) 

[สังเกตว่า 
2

x pΔ Δ ≥  เสมอ! สอดคล้องกับหลักความไม่แน่นอนของไฮเซนแบร์ก (Heisenberg’s uncertainty 

principle)]  
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แนวทางการเฉลยข้อสอบ 

1. การแกว่งกวัดแบบบังคับ (Forced Oscillation)  

สมการการเคล่ือนท่ี 
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หรือเขียนใหม่ได้เป็น 
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เมื่อ  
2
b
m

γ ≡   และ  0
k
m

ω ≡    สมการการเคล่ือนท่ีมีผลเฉลยในรูป  c px x x= +   โดยท่ี cx  เป็นผลเฉลย

เติมเต็ม (complimentary solution) และ px  เป็นผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)  

 ต่อไปนี้เป็นเพียงวิธีการหน่ึงในการหาผลเฉลยท้ังสอง ซึ่งไมไ่ด้มีเพียงวิธนีี้เท่านั้น 

 การหาผลเฉลยเติมเตม็  

ผลเฉลยเติมเต็ม cx  สอดคล้องสมการ 

 
2

2c c
0 c2

d d
2 0

dd

x x
x

tt
γ ω+ + =  

หรือ 
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⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

ซึ่งอาจแยกตัวประกอบได้ในรูป 

 1 2 c
d d

0
d d

x
t t

λ λ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− − =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

 

ซึ่งสามารถแตกออกได้เป็น 2 สมการคือ  

 1
d
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d
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⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

     และ     2 c
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สมการแรกใหผ้ลเฉลยเป็น  1
1 e tu C λ=   ทําให้ได้สมการท่ีสองเป็น 

 1
2 c 1

d
e

d
tx C

t
λλ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

หรือ 

 ( )2 1 2( )
c 1

d
e e

d
t tx C

t
λ λ λ− −=  

นั่นคือ 

 2 1 2( )
c 1 2e e dt tx C t Cλ λ λ− −⎡ ⎤= +⎢ ⎥

⎣ ⎦∫  

ได้ผลเฉลยเติมเต็มเป็น  

 2 1 2 2( )
c 1 2e e d et t tx C t Cλ λ λ λ−⎡ ⎤= +⎢ ⎥

⎣ ⎦∫  

 

a) กรณีท่ี 0ω γ>    จะได้  1 iλ γ β= − −   และ  2 iλ γ β= − +   เมื่อ  2 2
0β ω γ≡ −    ได้ผลเฉลย

เติมเต็มเป็น 
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∫

 

หรือเขียนใหม่ในรูป  

 ( )c c ce sin
t

x A t
γ

β ϕ
−

= +  

เมื่อ 1C ,  2C ,  1κ ,  2κ ,  1α ,  2α ,  cA   และ  cϕ   เป็นค่าคงตัวใดๆ  

b) กรณีท่ี 0ω γ<    จะได้  1λ γ β= − −   และ  2λ γ β= − +   เมือ่  2 2
0β ω γ≡ −    ได้ผลเฉลยเติม

เต็มเป็น 
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∫

 

เมื่อ 1C ,  2C ,  1κ   และ  2κ   เป็นค่าคงตัวใดๆ  

c) กรณีท่ี 0ω γ=    จะได้  1λ γ= −   และ  2λ γ= −     ได้ผลเฉลยเติมเต็มเป็น 
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∫
 

เมื่อ 1C   และ  2C   เป็นค่าคงตัวใดๆ 

นั่นคือได้ผลเฉลยเติมเต็มเป็น 
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เมื่อ  
2
b
m

γ ≡   และ  0
k
m

ω ≡     สังเกตว่าเมื่อเวลาผ่านไปนานมากๆ (t → ∞ )  ผลเฉลยเติมเต็มจะหายไป 

(เข้าสู่ศนูย์)  เหลือเพียงแค่ผลเฉลยเฉพาะเท่านั้น 

 clim 0
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 การหาผลเฉลยเฉพาะ  

ผลเฉลยเฉพาะ px  สอดคล้องสมการ 
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หรือ 
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เมื่อผลเฉลยเฉพาะ p Im( )x z=     กําหนดให้  i( )
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ซึ่งสามารถแตกออกได้เป็น 2 สมการคือ  
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ซึ่งให ้ 

 ( )
2

2
2 2 2 2 0
0 4( )

F
A

m
ω ω γω

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎜− + = ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
     และ     

( )2 2
0

2
tan

γω
ϕ

ω ω
=

−
 

จะได้ว่า  

 

( )
0

2
2 2 2 2
0 4

F
A

m ω ω γ ω

=

− +

     และ     
( )

1

2 2
0

2
tan

γω
ϕ

ω ω

−=
−

 

โดยมีผลเฉลยเฉพาะ  i( )
p Im e sin( )

t
x A A t

ω ϕ
ω ϕ

−⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  เป็น  

 

( ) ( )
10

p 2 22
2 2 2 2 0
0

2
sin tan

4

F
x t

m

γω
ω

ω ω
ω ω γ ω

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥−⎢ ⎥− + ⎣ ⎦

 

เมื่อเวลาผ่านไปนานมากๆ (t → ∞ )  ผลเฉลยเติมเต็มจะหายไป (เข้าสู่ศนูย์)  เหลือเพียงแค่ผลเฉลยเฉพาะเท่านั้นคือ 
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( ) ( )
10

2 22
2 2 2 2 0
0

2
( ) sin tan

4

F
x t t

m

γω
ω

ω ω
ω ω γ ω

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥−⎢ ⎥− + ⎣ ⎦

 

ในท่ีนี้แอมพลิจูดของการกระจัดคือ 

 

( )
0

2
2 2 2 2
0

( )

4

F
A

m

ω

ω ω γ ω

=

− +

 

ซึ่งจะมีค่าสูงสุดเมื่อ  
m

d
( ) 0

d
A

ω ω

ω
ω =

=   และ  
m

2

2

d
( ) 0

d
A

ω ω

ω
ω =

<   (เงื่อนไขท่ีสองนี้ไม่จําเป็นต้องนํามาใช)้ 

 
( )

( )

2 2 2
0 0

3/2
2

2 2 2 2
0

2 2d
( )

d
4

F
A

m

ω ω ω γ
ω

ω
ω ω γ ω

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎣ ⎦= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

หรือ 

 
( )

( )m

2 2 2
0 m m 0

3/2
2

2 2 2 2
0 m m

2 2d
( ) 0

d
4

F
A

m
ω ω

ω ω ω γ
ω

ω
ω ω γ ω

=

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎣ ⎦= − =

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

จะได้ความถี่เชงิมุมท่ีทําให้แอมพลิจูดของการกระจัดมีค่าสูงสุดเป็น  

 2 2
m 0 2ω ω γ= −  

หรือ  

 
2

2
m 2

1
4 2

22

k b
mk b

m mm
ω = − = −  

แอมพลิจูดสูงสุดของการกระจัดคือ 

 0
max m 2 2

0

( )
2

F
A A

m
ω

γ ω γ
= =

−
 

หรือ  
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 00
max 2 2

2

2

4

4

mFF
A

k b b mk b
b
m m

= =
−

−

 

 
 

 

2. จุดวิกฤติของแก๊สฟันเดอร์วาลส์ (Critical Point of van der Waals Gas)  

สมการสถานะฟันเดอร์วาลส์ 

 ( )
2

B2

an
P V nb nRT Nk T

V

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

หรือเขียนใหม่ได้เป็น 

 
2

2

nRT an
P

V nb V
= −

−
 

 มีอัตราการเปล่ียนแปลงความดันเทียบกับปริมาตรเมื่ออุณหภูมิคงตัวเป็น  

 ( )

( )

2

2

21 2

2

2

3

        

2
        

T T

nRT an

V nb V

nRT V nb an

nRT an

VV n

P

b

V V

V
V V

− −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂
−

∂ ∂

⎜ ⎟−⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

= −

= − +
−

 

 มีอัตราการเปล่ียนแปลงอันดับสองของความดันเทียบกับปริมาตรเมื่ออุณหภูมิคงตัวเป็น 

 

( )
( )

( )

2

2 2

2

2

3

2

3

2

3

4

2

          2

2 6
          

TT

nRT an

VV nb

nRT V nb an

nRT an

P
VV

V

n

V

VV

V

b

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ⎟ ∂⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

=

⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜⎜ ∂⎟ ⎝ ⎠⎜∂⎝ ⎠

−

∂
∂ ∂

−

∂
+  
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ท่ีจุดวิกฤติ c c c, ,( )T V P   มเีงื่อนไขว่า   

 

c c c( , , )

0
T
T V P

P
V

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂⎝ ⎠
     และ     

c c c

2

2

( , , )

0
T
T V P

P

V

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂⎝ ⎠
 

นั่นคือ  

 
( )2

2
c

3
cc

2nRT an

VV nb
=

−
     และ     

( )

2
c

4
cc

3

2 6nRT an

VV nb
=

−
 

เมื่อนําท้ังสองสมการมาหารกันจะได้  

 c c

2 3

V nb V−
=  

ปริมาตรวิกฤติ cV  มคี่าเป็น  

 c 3V nb=  

แทนค่าปริมาตรวิกฤติ cV  ในสมการ  
( )2

2
c

3
cc

2nRT an

VV nb
=

−
   จะได้อุณหภูมิวิกฤติ cT  เป็น  

 

( ) ( )
( )

2
c

c 3 3
c

2

2 2

2

3 3

32 2

3

2 4
  

27

V nb nb nban an
T

nR RV nb

an n b

R n b

− −
= =

=

 

นั่นคือได้อุณหภูมิวิกฤติ cT  มีคา่เป็น  

 c

8

27

a
T

Rb
=  

แทนค่าปริมาตรวิกฤติ cV  และอุณหภูมิวิกฤติ cT  ในสมการ  
2

c
c 2

c c

nRT an
P

V nb V
= −

−
   จะได้ความดันวิกฤติ cP  

เป็น 
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2

c 2 2 2

8 4

3 27 (3 ) 27 9

nR a an a a
P

nb nb Rb nb b b

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − = −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎝ ⎠
 

นั่นคือได้ความดันวิกฤติ cP  มีค่าเป็น  

 c 227

a
P

b
=  

 ณ จุดวิกฤติ c c c, ,( )T V P    

 ( )c c

c
2

1 27
3

827

Rba
nb

ab

P V

nRT nR

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎟ ⎝ ⎠⎜⎝ ⎠
=  

นั่นคือ  

 c c

c

3
8

P V

nRT
=  

เขียนสมการสถานะฟันเดอร์วาลส์  
2

2

nRT an
P

V nb V
= −

−
  ใหม่ได้เป็น 

 
1 2

1
nRT nb n

P a
V V V

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟= − −⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
 

หรือ 

 
1

1
nb a n
V

P

V

V

nRT RT

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟− −⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝
=

⎠
 

สําหรับกรณีท่ี  1x <   และ  n +∈ Z     อนกุรมแมคลอรินของ  (1 )nx+  คือ   

 2 3 4( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
(1 ) 1

2! 3! 4 !
n n n n n n n n n n
x nx x x x

− − − − − −
+ = + + + + +  

นั่นคือจะได้ว่าอนุกรมแมคลอรินของ  1(1 )x −−  คือ   

 1 2 3 4 5 6 7(1 ) 1x x x x x x x x−− = + + + + + + + +  
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ดังนั้นสําหรับกรณีท่ี  V nb>   หรือ  1
nb

V
<    จะได้   

 
2 3 4

1
PV

nRT RT

nb nb nb nb a n
V V V V V

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎟+ + + + + −⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎝ ⎠⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝
=

⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

หรือ 

 
2 3 4

2 3 41
PV a n n n n

b b b b
nRT RT V V V V

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟= + − + + + +⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
 

 
 

 

3. ตัวแกว่งกวัดแบบฮาร์มอนิกใน 1 มิต ิ(One-Dimensional Harmonic Oscillator)  

เนื่องจาก  ˆ ˆ[ , ] ix p =   และ  i
ˆ ˆ ˆ

2
m

a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  กับ  † i

ˆ ˆ ˆ
2
m

a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  จะได้ 

 

†

2 2
2 2

2 2
2 2

i i
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2

1 i
ˆ ˆ ˆ ˆ    [ , ]

2

1
ˆ ˆ    

2

m
aa x p x p

m m

m
x p x p

mm
m

x p
mm

ω

ω ω

ω

ωω
ω

ωω

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

นั่นคือ  

 † 2 21 1
ˆˆ ˆ ˆ

2 2 2

m
aa x p

m

ω

ω
= + +  

หรือ  

 2 2 †1 1
ˆ ˆ ˆˆ

2 2 2

m
x p aa

m

ω

ω
+ = −  

 
2

2 2 †
ˆ ˆ1 1 1

ˆ ˆˆ
2 2 2

H p
m x aa

m
ω

ω ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + = −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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 †
ˆ 1

ˆˆ
2

H
aa

ω
= +  

และจะได้ 

 

†

2 2
2 2

2 2
2 2

i i
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2

1 i
ˆ ˆ ˆ ˆ    [ , ]

2

1
ˆ ˆ    

2

m
a a x p x p

m m

m
x p x p

mm
m

x p
mm

ω

ω ω

ω

ωω
ω

ωω

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

นั่นคือ  

 † 2 21 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2

m
a a x p

m

ω

ω
= + −  

หรือ  

 2 2 †1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2

m
x p a a

m

ω

ω
+ = +  

 
2

2 2 †
ˆ ˆ1 1 1

ˆ ˆ ˆ
2 2 2

H p
m x a a

m
ω

ω ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + = +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

 †
ˆ 1

ˆ ˆ
2

H
a a

ω
= −  

จะได้ว่า  † † †
ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ]
2 2

H H
a a aa a a

ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= − = + − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  หรือ  

 †ˆ ˆ[ , ] 1a a =  

และยังได้ว่า 

 † 1ˆ ˆ ˆ
2

H a aω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

ในสถานะถูกกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ  จะได้ 
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 † †1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ 1
2 2 2

H n a a n n n a n n n n nω ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟= + = − + = +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

หรือ 

 1ˆ
2

H n n nω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 เนื่องจาก  i
ˆ ˆ ˆ

2
m

a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  และ  † i

ˆ ˆ ˆ
2
m

a x p
m

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  จะได้ 

 † 2
ˆ ˆ ˆ

m
a a x

ω
+ =      และ     † 2

ˆ ˆ ˆia a p
m ω

− =  

นั่นคือได้ตัวดําเนินการตําแหน่งและตัวดําเนินการโมเมนตัมเป็น 

 ( )†ˆ ˆ ˆ
2

x a a
mω

= +      และ     ( )†ˆ ˆ ˆi
2
m

p a a
ω

= −  

กับได้ 

 ( )( ) ( )2 † † † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ
2 2

x a a a a a a aa aa a a
m mω ω

= + + = + + +  

และ 

 ( )( ) ( )2 † † † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ
2 2
m m

p a a a a a a aa aa a a
ω ω

= − − − = − + − −  

ในสถานะถูกกระตุ้นอันดับท่ี n  ใดๆ  จะได้ 

 ( ) ( )†ˆ ˆ ˆ 1 1 1
2 2

x n a n a n n n n n
m mω ω

= + = + + + −  

และ 

 ( ) ( )†ˆ ˆ ˆi i 1 1 1
2 2
m m

p n a n a n n n n n
ω ω

= − = + + − −  

กับได้ 
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( )
( )

2 † † † †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ      1 1 1 1 1 1
2

      ( 1)( 2) 2 ( 1) 2 ( 1)
2

      (2 1) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2
2

x n a a n aa n aa n a a n
m

n a n n a n n a n n a n
m

n n n n n n n n n n
m

n n n n n n n n
m

ω

ω

ω

ω

= + + +

= + + + − + + + + −

⎡ ⎤= + + + + − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + + + + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

และ 

 

( )
( )

2 † † † †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ      1 1 1 1 1 1
2

      ( 1)( 2) 2 ( 1) 2 ( 1)
2

      (2 1) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2
2

m
p n a a n aa n aa n a a n

m
n a n n a n n a n n a n

m
n n n n n n n n n n

m
n n n n n n n n

ω

ω

ω

ω

= − + − −

= − + + + − − + + − −

⎡ ⎤= − + + + + − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + − + + + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

เน่ืองจาก  1 0n n − =   และ  1 0n n + =   สําหรับทุกค่า n +∈ Z  

 ค่าของ  ˆn x n   หาได้ดังนี้ 

 ( )ˆ 1 1 1
2

n x n n n n n n n
mω

= + + + −  

ดังนั้น 

 ˆ 0n x n =  

 ค่าของ  ˆn p n   หาได้ดังนี้ 

 ( )ˆ i 1 1 1
2
m

n p n n n n n n n
ω

= + + − −  

ดังนั้น 

 ˆ 0n p n =  

 ค่าของ  2ˆn x n   หาได้ดังนี้ 

 2ˆ (2 1) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2
2

n x n n n n n n n n n n n n
mω

⎡ ⎤= + + + + + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
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ดังนั้น 

 2 1
ˆ

2
n x n n

mω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

 ค่าของ  2ˆn p n   หาได้ดังนี้ 

 2ˆ (2 1) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2
2
m

n p n n n n n n n n n n n n
ω ⎡ ⎤= + − + + + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ดังนั้น 

 2 1
ˆ

2
n p n m nω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

 ค่าของ  ˆn H n   หาได้ดังนี้   

 1ˆ
2

n H n n n nω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

ดังนั้น 

 1ˆ
2

n H n nω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 ค่าของ  xΔ   หาได้ดังนี้   

 22 21
ˆ ˆ 0

2
x n x n n x n n

mω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ = − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

ดังนั้น 

 1
2

x n
mω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

 ค่าของ  pΔ   หาได้ดังนี้   

 22 21
ˆ ˆ 0

2
p n p n n p n m nω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ = − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

ดังนั้น 
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 1
2

p m nω
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 ค่าของ  x pΔ Δ   หาได้ดังนี้   

 1 1
2 2

x p n m n
m

ω
ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟Δ Δ = + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

ดังนั้น 

 1
2

x p n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Δ Δ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
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