
����� 2  

����	
������� (Determinant) 

2.1   ����	
������� 

��ก�������	�
ก����������������ก���ก����������� ���� ������� !"# ����$%��&���� 
��ก���'�(���)*+��)+	,* �����+,ก+������-*� ���)*+��)+(��ก#��.�,�ก$�)+ �(,�	+���
���	�� ��*��+� 

������ 2.1 :  
(,�	+���
���	�'+���	�
ก���(� ����/-�%���.�%�
�	,*�,���'-��+�0�ก�!��	�
ก������ 

 

ก�+�	,*%��0�%�กก����(,�	+���
���	�'+���	�
ก��%��1�� '��( n×n �(� %�����������0�%�ก
.
2,ก����(,�	+���
���	�'+���	�
ก��%��1�� '��( 1×1 , 2×2 �#� 3×3 � ,�ก�+� 

������ 2.2 :  
��� A ��&���	�
ก��%��1�� '��( 1×1 , 2×2 �#� 3×3  
(,�	+���
���	� A �',���	�(�.� det(A) ��)+ A   �(�	,* 

(1) /�� A = [ ]11a  %�(�.�� det(A) = 11a   

(2) /�� A = 








2221

1211

aa

aa
 %�(�.�� det(A) = 

2221

1211

aa

aa
 = 12212211 aaaa −  

(3) /�� A = 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 %�(�.�� det(A) = h � k  

��)*+ h = 213213312312332211 aaaaaaaaa ++  

       k = 122133112332223113 aaaaaaaaa ++  
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332211 aaa  

312312 aaa  

322113 aaa  

%�ก!	�
��� 2.2 (3)  ���ก�.��ก����(,�	+���
���	�'+���	�
ก��'+���	�
ก��'��( 3×3 ����
%����ก+!(�.�%���.� 2 %���.�#!ก��  ���
�����&� h �#� k �-*���(�(���,� 

����#�ก	,* 1 �#� 2 '+� A  ���',����+�#�ก	,* 3 

 

 
3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa
















 

 

��)*+  ���       h  �	�"#!.ก'+�"#�0:����.�;,��%�ก����!�#���'.�#��� 

         h  =  322113312312332211 aaaaaaaaa ++  

             �#�   k   �	�"#!.ก'+�"#�0:����.�;,��%�ก����#���'-���'.�!� 
        k  =  122133112332223113 aaaaaaaaa ++  

�
*���	�
ก���,'��(����'-���	����� ก$��&�ก���� �(.ก��ก�����'+�(,�	+���
���	� (������
%-��,ก��+���.��.�� �(.ก��ก�������'+�(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*�,'��(������ก� (�
+�����.(��$.  

������ 2.3 :  

ก����(��� A = [ ]
nnija

×
  ��)*+  n ≥  2 

 (1)  ���+�� (Minor) '+� ija  �)+(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*(�%�กก����(     
�/.	,* i �#��#�ก	,* j '+� A ++ก �',���	�(�.� )A(M ij  

 (2)  ���<ก��+�� (Cofactor) '+� ija  �)+ "#�0:'+� ji)1( +− �#� )A(M ij  

�',���	�(�.�  )A(Cij  

�#�%�ก!	�
����,���� ����/������(,�	+���
���	���	�
ก��	,*�,'��(  n×n ��)*+ n ≥  2 

������ 2.4 :  

ก����(��� A = [ ]
nnija

×
  ��)*+  n ≥  2 (,�	+���
���	�'+� A �)+ 

 )A(Ca...)A(Ca)A(Ca inin2i2i1i1i +++  

223113 aaa  312332 aaa  

122133 aaa  
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���	������� 2.1 ก����( A = 

















−

−

310

423

211

 %��� det(A) 

������ det(A)   = h � k 

   = )aaaaaaaaa( 213213312312332211 ++  - )aaaaaaaaa( 122133112332223113 ++  

   = (6 + 0 + 6) � (0 � 4 � 9) 

   = 12 � (�13) 

   = 12 + 13 

   = 25       Ans.. 

    

 

���	������� 2.2 ก����( A = 

















−

−

310

423

211

 %��� det(A) 

������  %�ก��	�
ก�� A =!.���.��#)+ก�/.	,* 3  �(.ก	,* 1( ��)*+�%�ก�,%���.�>0��� 
��ก	,* 1( %�(�.�� 

det(A)   = )A(Ca)A(Ca)A(Ca 333332323131 ++  

 = )A(C3)A(C)1()A(C0 333231 +−+  

 = )A(C)1( 32−  + )A(C3 33  

 = ( )( ) 








−
−− +

43

21
11

23
 + ( )( ) 









−
− +

23

11
13

33
 

 = ( ))64)(1( + + ( ))32)(3( +  

 = 10  + 15  

    = 25       Ans.. 
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���	������� 2.3 ก����( A = 

















−

−

310

423

211

 %���  )A(M23
, )A(C23

 �#� det(A) 

������  (1)  )A(M23  =     
10

11

−
     

=     (1× (-1)) � (1×0)     

=     � 1 � 0       
=   �1      Ans.. 

(2)  )A(C23  =     )A(M)1( 23

32+−    

=     (�1)( �1)    

=    1         Ans.. 

(3)  det(A)   = )A(Ca 1111  + )A(Ca 1212  + )A(Ca 1313  

=  ( )( ) 








−
− +

31

42
11

11  + ( )( ) 






 −
− +

30

43
11

21  + ( )( ) 








−

−
− +

10

23
12

31  

=  ( )( )( )4(61 −−  + ( )( )( )091 −−−  + ( )( )( )032 −  

=  10 + 9 + 6       

=   25       Ans.. 

 

  ����	��   ���
!"�#���	�$��%&'$(
�ก
�&���#����*"�#������	
������� +�'���  

http://www.easycalculation.com/matrix/matrix-inverse.php 
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���,-ก"�� 2.1 

1. %���(,�	+���
���	�'+���	�
ก����+��,� 

(1) A = 
















−

301

432

211

 

(2) B = 















 −

124

124

012

 

(3) C = 
















−

−

410

011

322

 

(4) D = 

















−

−

−

663

241

412

 

(5) E = 

















−

−

200

250

132

 

2. ก����(��� A = 















 −

211

045

231

 %���  )A(M13 , )A(C13  �#� det(A)  

3. ก����(��� B =  

















−

−

513

132

001

 %���  )B(M31 , )B(C31  �#� det(B) 

4. %�� (�.�� det ( )3I  = 1 

5. %�� (�.�� det ( )30  = 0 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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2.2   ����	
�������.	����
ก/�$��ก
01��$#�2ก��	
� 

��.'�+	,*"��������(������(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*�,'��( 1×1 , 2×2 �#� 3×3 �-*�ก��
��(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*�,'��(����'-��%��,�.���1����กก.���,�+,ก �#�������(�=
%��:�
�ก,*�.ก�!���+���-*���&�(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*(�%�กก����(�/.	,* i �#��#�ก	,* j '+�       
��	�
ก���(� ++ก �.�	������<ก��+���-*��,����	��ก�! ji)1( +− )A(M ij ����.'�+�,����%�����.���0�
(��ก#��.�������ก����(,�	+���
���	�'+���	�
ก��	,*�,'��(��กก.�� 3×3 

������ 2.5 :  

ก����(��� A = [ ]
nnija

×
  ��)*+  n ≥  3  %�(�.�� 

 (1)  ก����(,�	+���
���	��(�ก��ก��%������/. :  

       det(A) = )A(Ca...)A(Ca)A(Ca)A(Ca inin3i3i2i2i1i1i ++++  

 (2)  ก����(,�	+���
���	��(�ก��ก��%������#�ก :   
                    det(A) = )A(Ca...)A(Ca)A(Ca)A(Ca ninii3i3i2i2i1i1 ++++  

 

 

����	#���
���
4�%�ก�
#����* 	�1%&'ก�
ก
01��$#�2ก��	
�����!� "
�	���"5�ก%��   

����� ��&ก�(6�78���1�������ก 10���%"'ก�
#����*�����50
���
4�.9:� 
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���	������� 2.4 ก����( A = 



















−

−

3101

4232

2111

0402

 %��� det(A) 

������  %�ก��	�
ก�� A =!.��ก��ก��%�����<ก��+������/.	,* 1  �(.ก	,* 1(  
��)*+�%�ก�,%���.�>0�����ก	,* 1( %�(�.�� 

det(A) =  )A(Ca)A(Ca)A(Ca)A(Ca 1414131312121111 +++  

 = )A(C0)A(C4)A(C0)A(C2 14131211 +++  

 = )A(C4)A(C2 1311 +  

 = )A(M)1(4)A(M)1(2 13

31

11

11 ++ −+−  

 = 

301

432

211

4

310

123

321

2 −+

−

−  

 = 2(25) + 4(-5) 

 = 50 + (-20) 

 = 30      Ans.. 
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���	������� 2.5 ก����( A = 



















−

−

3101

4232

2111

0402

 %��� det(A) 

������  %�ก��	�
ก�� A =!.��ก��ก��%�����<ก��+������#�ก	,* 2  �(.ก	,* 1(  
��)*+�%�ก�,%���.�>0�����ก	,* 1( %�(�.�� 

det(A) =  )A(Ca)A(Ca)A(Ca)A(Ca 4242323222221212 +++  

 = )A(C0)A(C)3()A(C1)A(C0 42322212 +−++  

 = )A(C)3()A(C1 3222 −+  

 = )A(M)1)(3()A(M)1( 32

23

22

22 ++ −−+−  

 = 

311

211

042

3

311

422

042

−

+

−

 

 = 12 + 3(6) 

 = 12 + 18 

 = 30      Ans.. 
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���,-ก"�� 2.2 

1. %���(,�	+���
���	�'+���	�
ก����+��,� 

(1) A = 



















−

−

2201

0354

0032

0383

 

(2) B = 



















−

−

5121

0010

1013

1321

 

(3) C = 



















−−

−

−−

1012

2101

3210

2211

 

(4) D = 



















−−−

−

4431

10962

1551

1431

 

2. ก����(��� A = 



















111x

2100

3110

0121

 �(�	,* x ��&������	,*�(� �#� det(A) = �6  %������'+� x  

 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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2.3  ����.	�����	
������� 

�;<=��� 2.1 :  
ก����( A �#� B ��&���	�
ก��%��1�� '��( n×n 

(1) /�� A ��&���	�
ก��	,*�,�/.�(�/.��-*� (��)+�#�ก�(�#�ก��-*�) ��&�>0���	����/.     
(��)+��&�>0���	����#�ก) �#�. det(A) = 0 

(2) /�� A ��&���	�
ก��	,*�, +��/.�( ( +��#�ก�() 	,*�, ���
ก���)+�ก�� �#�.            
det(A) = 0 

(3) /�� B ��&���	�
ก��	,*�ก
(%�กก�� #�!�/. +��/.�( ( +��#�ก�()'+� A �#�.     
det(B) = det(A) 

(4) /�� B ��&���	�
ก��	,*�ก
(%�กก��	�������	,* k ��0:�/.�(�/.��-*�                                       
(�#�ก�(�#�ก��-*�) '+� A �#�. det(B) =  k det(A) 

(5) /�� B ��&���	�
ก��	,*�ก
(%�กก��!.ก�/.�(�/.��-*� (�#�ก�(�#�ก��-*�) '+� A      

(�.�=�1�0:'+�+,ก�/.��-*� (+,ก�#�ก��-*�) �#�.  det(B) = det(A) 

(6) /�� A ��&���	�
ก�� ����#,*���#�. det(A) �)+"#�0:'+� ���
ก����.                         
	����1��#�ก 

(7) det ( )nn0 ×  = 0 

(8) det ( )nI  = 1 

(9) det(A) = det( TA ) 

(10) det(kA) = nk det(A)  ��)*+ k ��&������	,*�(� 

(11) det(AB) = det(A) det(B) 

(12) det( mA ) = ( )m)Adet(  ��)*+ m ��&�%���.���$� 

(13) det( 1A− ) = 
)Adet(

1
  ��)*+ det(A) ≠ 0 
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���	�������  2.6 /�� A = 






−

1a

a3
2

 , B = 






 −

30

14
 �#� det( TAB ) =  �132  

   �#�. det(A+B) ��&��	���( 

������  %�ก�%	��	��!.��  det( TAB ) =  �132 

%�ก	EFG,!		��!.��   det(AB) = det(A) det(B) �#� det(A) = det( TA ) 

  � (�.��  det( TAB ) =  det(A) det( TB )  �#�  det(B) = det( TB ) 

   %�(�.��  det( TAB )  = det(A) det( TB )   

 �132  = det(A) det(B) 

�132  = ( )( )012a3 3 −−−  

�132  = ( )( )12a3 3−−  

12

132−
  = 3a3−−  

311+−  = 3a−  

8−   = 3a−  

             �+� -1 �0:	��� +�'��� 

8   = 3a  

   ;�����  a = 2 

   (������ A + B =    






−

12

43
 + 







 −

30

14
    =   








42

31
 

   �=���;����� det(A+B) = 
42

31
 

       = 4 � 6  

       = -2   Ans.. 
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���,-ก"�� 2.3 

1. /�� A = 







− x1

0x  �(�	,* x ��&�%���.�%�
� �#� det( TAA + ) =  �9 �#�. det( 1A2 − ) �	��ก�!

�	���( 

 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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2.4 ก�
"����?ก?��ก�
#8*.	����
ก/� 

ก������."ก"��ก���0:'+���	�
ก�� A 	,*�,�
�
 n×n ��)*+ n ≥  2   ก�+�+)*����%���+��'���%
���>�=	�!����.� ,�ก�+�  (���,� 

������ 2.6 : 

ก����(���  A = [ ]
nnija

×
  ��)*+  n ≥  2  ��	�
ก��"0ก=�� (adjoint matrix) �)+ ก�� #�!���� 

'+���	�
ก��'+����<ก��+��'+���	�
ก�� A  �)+ [ ]T
ij )A(C  

�',���	���	�
ก��"0ก=��'+� A (�.� adj(A)  

 

���	������� 2.7 ก����(��� A = 
















−−

−

852

213

101

 

������  adj(A) =         

T

333231

232221

131211

)A(C)A(C)A(C

)A(C)A(C)A(C

)A(C)A(C)A(C

















 

   )A(C11   =  
85

21 −−
  =  -8+10  =  2   

)A(C12   =  
82

23 −
−   =  -(24+4)  =  -28   

)A(C13   =  
52

13 −
  =  15+2  =  17   

)A(C21   =  
85

10 −
−   =  -(0+5)  =  -5   

)A(C22   =  
82

11 −
  =  8+2  =  10   

)A(C23   =  
52

01
−   =  -(5-0)  =  -5   
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)A(C31   =  
21

10

−−

−
  =  0-1  =  -1   

)A(C32   =  
23

11

−

−
−   =  -(-2+3)  =  -1   

)A(C33   =  
13

01

−
  =  -1-0  =  -1 

�=���;�����   adj(A)  = [ ]T
ij )A(C  

   = 

T

111

5105

17282

















−−−

−−

−

 

   = 

















−−

−−

−−

1517

11028

152

  Ans.. 
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������ 2.7 : 

ก����(���  A = [ ]
nnija

×
  ��)*+  n ≥  2  /�� det(A) ≠  0  �#�.%�(�.�� 

 1A−  = )A(adj
)Adet(

1
 

 

���	�������  2.8 ก����(��� A = 

















−

−

121

083

421

 %��� 1A−  (/���,) 

������  ��)*+�%�ก det(A) = (-8+0-24)-(32+0+6) = -70 (�-*����	��ก�!>0���) 
   � (�.���, 1A−  

   1A−  = )A(adj
)Adet(

1
 

    = 

T

83

21

03

41

08

42

21

21

11

41

12

42

21

83

11

03

12

08

70

1

























−−
−

−
−−

−

−

−

−
−

−

−
 

    = 

T

141232

0510

1438

70

1

















−−

−

−−−

−
 

    = 

















−

−−−

−−

−
14014

1253

32108

70

1
   Ans.. 

   ��)+ = 























−

−

5

1
0

5

1
35

6

14

1

70

3
35

16

7

2

35

4

    Ans.. 
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���	������� 2.9 ก����(��� A = 



















1000

2100

3210

4321

 %��� 1A−  (/���,) 

������  ��)*+�%�ก det(A) = 1 (�-*����	��ก�!>0���)  � (�.���, 1A−  

   �� )A(Cij 	1ก i �#� j %�(� 

   1

100

210

321

)A(C11 ==  0

100

210

320

)A(C12 =−=  

   0

100

200

310

)A(C13 ==  0

000

100

210

)A(C14 =−=  

2

100

210

432

)A(C21 −=−=  1

100

210

431

)A(C22 ==  

   0

100

200

321

)A(C23 =−=  0

000

100

321

)A(C24 ==  

1

100

321

432

)A(C31 ==  2

000

320

431

)A(C32 −=−=  

   1

100

310

421

)A(C33 ==  0

000

210

321

)A(C34 =−=  

0

210

321

432

)A(C41 =−=  1

210

320

431

)A(C42 ==  
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   2

200

310

421

)A(C43 −=−=  1

100

210

321

)A(C44 ==  

   (������ 1A−  = 

T

1210

0121

0012

0001

1

1



















−

−

−
 

     = 



















−

−

−

1000

2100

1210

0121

   Ans.. 

 
 

���,-ก"�� 2.4 

1. %��� adj(A) ��)*+ A �)+��	�
ก����+��,� 

(1) 
















−

−

132

654

123

 

(2) 
















−−

−

874

136

243

 

(3) 














 −

361

4121

315

 

(4) 














 −

1100

10030

5510
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2. %��� 1A−  (/���,) ��)*+ก����( A �)+��	�
ก����+��,� 

(1) 















−

−

410

011

322

 

(2) 
















−

−−

−

230

7111

11172

 

(3) 















−

343

132

411

 

(4) 















−

−

301

021

201

 

(5) 



















−−−

−−

−

1123

0112

0011

0001

 

(6) 



















−

−−

0114

1211

1003

1102

 

3. %���%���.�%�
� x 	,*	�������	�
ก����+��,��,��."ก"�� 

(1) 















−

x82

450

321

   (2)  
















−

−

110

0x1

x1x

 

 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
 


