
����� 3   

����	
ก�����	�� (System of Linear Equations) 

3.1   ก��������ก����
��� (Row operation) 

ก��������	
�	�ก���ก��ก	
�
���ก��������
�ก���������
�������� �����ก��!"#	���
$��%

���&�ก	
���%�&�� (�ก��	�)*%ก
����ก	
&+	,�"���	%#�*�%��$��ก	
��
-�(�%���
�ก����$���#�%�	�
���ก	
�+	 ������� � 

������
 3.1 : 
ก+	#���#� A ��.����
�ก����/  ก	
�+	����ก	
�	��)��� A ,$� ก	
ก
��+	�����
�ก��
��$���#��ก�����
�ก���#��0����1ก	
����1ก	
#�*�%��� ��2 

(1) &����)�&�%�)���/ (�% A 

(2) ,-��)����)�#�*�%(�% A ����,�	,%���� �����3-��� 
(3) ��ก�)����)�#�*�%(�% A �����#�,-�(�%�ก�)�#�*�% 

)�	 B ��.����
�ก�����ก���	กก	
�+	����ก	
�	��)��� A ��.��+	����+	ก��,
�2% 

��ก��	���	 B &��-��)�ก�� A �(��������� A ~ B 

 

����� ����� 3.1 ก+	#���#� A = 







− 21

31
 �%�&�%��	 A ~ 2I  

��!����  ��$��%�	ก 








− 21

31    ~ 
322 RRR50

31

−→








−
 

       ~ 

5

R
R10

31
2

2 −
→








 

       ~ 211 R3RR

10

01 −→








 

   ��%��2�  A ~ 2I �	����%ก	
     Ans.. 
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����� ����� 3.2 ก+	#���#� A = 

















−

−

563

720

211

 �%�&�%��	 A ~ 
3I  

��!���� ��$��%�	ก 
















−

−

563

720

211

 ~    

133 R3RR1130

720

211

−→















−

−  

      ~    322 RRR

1130

410

211

+−→

















−

−  

      ~    

233

211

R3RR

RRR

100

410

601

−→

−→
















−  

     ~    322

311

R4RR

R6RR

100

010

001

+→

−→

















 

   ��%��2�  A ~ 
3I �	����%ก	
     Ans.. 

 

���#$ก%�� 3.1 

1. ก+	#���#� B = 

















112

221

211

 �%�&�%��	 B ~ 3I  

2. ก+	#���#� C = 

















−

−

563

342

211

 �%�&�%��	 C ~ 3I  

3. ก+	#���#� D = 



















−

−

0101

0101

2326

3103

 �%�&�%��	 C ~ 4I  

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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3.2   ����	
ก�����	�� 

�
	&	�	
)�+	
���&�ก	
���%�&�� ��ก��!"#	�	%,���3	&�
� ��#�	��
$��% �����2���#�
�����	�(�%
���&�ก	
���%�&�� ����%�2 

������
 3.1 : 
�#� a , b , c , d , e , f  ��.��+	����
�%��/  �� a , b  ��� c , d  ����.�3-����
���ก�� 

�
�ก  




=+

=+

fdycx

ebyax   ��	 ����	
ก�����	��	������&� 

0���� x ��� y ��.������
 


���&�ก	
���%�&��&�%�����
�	��,+	������� #
$��#�	�,+	��� #
$� ���,+	���ก4 �� 

��#��(���2��3*ก5	
���&�ก	
���%�&�� n �����
 0���� n ��.��+	�����4���ก���	กก��	 1 

������
 3.2 : 
�#� n321 a,...,a,a,a  ��� b ��.��+	����
�%��/ �� n321 a,...,a,a,a  ����.�3-����
���ก�� 

�
�ก  bxa...xaxaxa nn332211 =++++  ��	��.�&�ก	
���%�&�� n �����
 

0���� 
n321 x,...,x,x,x ��.������
 

 

3.2.1  ����	
ก�����	��%'������&� 

������
 3.3 :  

���&�ก	
���%�&����� n321 x,...,x,x,x ��.������
 #�	�)*%���(�%&�ก	
���%�&����� 

n321 x,...,x,x,x ��.������
 �+	��� m &�ก	
 0���� m ��.��+	�����4���ก���	กก��	 1     

 �
-������.� 

 1nn1313212111 bxa...xaxaxa =++++  

 2nn2323222121 bxa...xaxaxa =++++  

 3nn3333232131 bxa...xaxaxa =++++  

      M  

mnmn33m22m11m bxa...xaxaxa =++++  
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����� ����� 3.3 ������	%(�%
���&�ก	
���%�&��#�	������
 

   (1)  
���&�ก	
���%�&��&�%�����
 

    x + 3y =   8 

    x & 2y =   3 

   (2)  
���&�ก	
���%�&��&	������
 

    x + y   =   2 

    x + 3y + z =   5 

    3x + y & z  =   3 

   (3)  
���&�ก	
���%�&��&������
  
    2x + 2y +3z + 2t  =   11 

    x + y + 2z + 2t  =   6 

    2y + 5z + 2t  =   5 

    x + y + 3z + 4t  =   1 
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3.2.2   ก���������	
ก�����	������
���ก() 

 ������
 3.4 : 

���&�ก	
���%�&�� 

1nn1313212111 bxa...xaxaxa =++++  

   
2nn2323222121 bxa...xaxaxa =++++  

   
3nn3333232131 bxa...xaxaxa =++++  

        M  

mnmn33m22m11m bxa...xaxaxa =++++  

 &	�	
)�(���#���-���
-� AX = B  0���� 

  A  ,$�  ���
�ก��(�%&���
�&��1�;(�%
���&�ก	
 

  X  ,$�  ���
�ก��(�%��� ���
	�,�	(�%
���&�ก	
 

  B  ,$�  ���
�ก��(�%,�	,%��(�%
���&�ก	
 

 ����,$�  

444 3444 21

MOMM


















mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

a...aa

a...aa

{


















n

2

1

x

x

x

M
  =  

{


















n

2

1

b

b

b

M
 

         A                       X            B 
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����� ����� 3.4 �%���
���&�ก	
��� ��2�������
�ก�� 

   2x + 2y + 3z +2t  = 11 

   x + y + 2z + 2t  = 6 

   2y + 5z + 5t  = 5 

   x + y + 3z + 4t  = 1 

��!����  �	ก
���&�ก	
��ก+	#���#� ����	��.�
������ 4 &�ก	
 4 �����
 

   �(��&�ก	
���
�ก�� ����.� 

    


















4311

2520

2211

2322



















t

z

y

x

     =     



















1

5

6

11

   Ans.. 

 

���#$ก%�� 3.2 (ก) 

�%�(�����
�ก�����������
���&�ก	
���%�&���������(����� ��2 

1. x + 3y =   8 

x & 2y =   3 

2. x + y   =   2 

x + 3y + z =   5 

 3x + y & z  =   3 

3. 2x & 3y + z =  2 

&x + 4y + 2z =  &4 

3x & y + 2x =  9 

4. 3m + 2n & p + q  =  4 

m + 2n & 2p + 3q =  6 

n & 3p & q   =  &1 

2m + 5n & p + 3q =  3 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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3.2.3   ก���ก�����	
ก�����	��+��,��ก-.��/��
��) 

�01-��� 3.1 : 
��$��ก+	#��
���&�ก	
���%�&����� n &�ก	
 ��� n �����
 

0����  AX = B ��.�&�ก	
���
�ก�� ��&�����1�ก��
���&�ก	
�2 

�#�     X = 



















n

2

1

x

x

x

M
  ���  B =  



















n

2

1

b

b

b

M
 

)�	 det(A) ≠ 0  ���� ,+	���(�%
���&�ก	
,$� 

( )
)Adet(

Adet
x 1

1 =  ,   ( )
)Adet(

Adet
x 2

2 =    ,   ...    ,     ( )
)Adet(

Adet
x n

n =  

 ��$�� iA ,$����
�ก���� ���	กก	
���#��ก�� i  (�% A ����#��ก(�% B ��ก { }n,...,3,2,1i =  

 

����� ����� 3.5 �%�ก�
���&�ก	
��ก+	#���#� 0�����ก?(�%,
	���
� 
   3x + 2y =  1 

   x + y =  0 

��!����  �(��&�ก	
���
�ก�� ����.� AX = B ,$� 

    







11

23








=








0

1

y

x
 

   det(A) = 
11

23
 =  (3)(1) & (1)(2) = 3 & 2 = 1 

   det(A1) = 
10

21
 =  (1)(1) & (0)(2) = 1 & 0 = 1 

   det(A2) = 
01

13
 =  (3)(0) & (1)(1) = 0 & 1 = &1 

3���4���5�  ( )
)Adet(

Adet
x 1

1 =  = 1
1

1
=  ,   ( )

1
1

1

)Adet(

Adet
x 2

2 −=
−

==  

�����5�  ,+	���(�%
���&�ก	
 ,$� (1 , &1)     Ans.. 
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����� ����� 3.6 �%�ก�
���&�ก	
��ก+	#���#� 0�����ก?(�%,
	���
� 
   2x + y + 2z  =     3 

   x + y & z = 
2

1
−  

   3x + 2y & 2z =   &2  

��!����  �(��&�ก	
���
�ก�� ����.� AX = B ,$� 

    
















−

−

223

111

212

















−

−=

















2
2

1
3

z

y

x

 

   det(A) = 

223

111

212

−

−  =  (&4 & 3 + 4) & (6 & 4 & 2) = &3 & 0  = &3 

   det(A1) = 3)9()6()164()226(

222

11
2

1
213

=−−−=+−−−−+−=

−−

−−   

   det(A2) = 6)5()11()643()492(

223

1
2

1
1

232

−=−−−=−+−−−−=

−−

−−   

   det(A3) = 
2

9
)229()6

2

3
4(

223
2

1
11

312

−=−−−+−−=

−

−  

3���4���5�  ( )
)Adet(

Adet
x 1

1 =  = 1
3

3
−=

−
 ,    

( )
2

3

6

)Adet(

Adet
x 2

2 =
−
−

==  , 

( )
2

3

3

1

2

9

3

2

9

)Adet(

Adet
x 3

3 =






−×






−=
−

−
==  

�����5�  ,+	���(�%
���&�ก	
 ,$� 






−
2

3
,2,1      Ans.. 
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  ���#$ก%�� 3.2 (.) 

�%���ก?(�%,
	���
��ก�
���&�ก	
��� ��2 

1. x + 2y & z  =   0 

2x + y + z =   3 

 x + y + 2z  =   5 

2. x + 2y + z =  5 

2x & 5y & 5z =  0 

3x + 2y & 3z  =  &1  

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 

 

                                                       

 /��
��) ก������' (Cramer Gabriel)  ��.���ก,���3	&�
��	�&������
������  
( �C ,.3.1704 & 1752) F-�,����#��ก�ก�G����+	 �&-�ก	
#	F��H��(�%
���&�ก	
���%�&��  
0��������ก+	#��(�%���
�ก�� Ai (Determinant of Ai) 0���� i = 1,2,3,...,n  ��$�� Ai ,$� ���
�ก�� 
�� ���	กก	
�����#��ก i (�%���
�ก�� A ����&�	��ก�����
�ก�� B 
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3.2.5  ก���ก�����	
ก�����	��+��,��ก��������ก����
��� 

������
 3.5 :  
ก+	#��
���&�ก	
���%�&����� m &�ก	
 ��� n �����
 

1nn1313212111 bxa...xaxaxa =++++  

 
2nn2323222121 bxa...xaxaxa =++++  

 3nn3333232131 bxa...xaxaxa =++++  

      M  

mnmn33m22m11m bxa...xaxaxa =++++  

 
���ก()�� ���
 (Augmented matrix) (�%
���&�ก	
�2,$�  

  


















mmn2m1m

2n22221

1n11211

baaa

baaa

baaa

L

MM

L

L

 

 

 

 ก
����ก	
�ก��!"#	
���&�ก	
���%�&��#�	������
0�����ก	
�+	����ก	
�	��)� 
&	�	
)&
�� �����	%%�	�/ ,$� �����%���ก	
�+	����ก	
�	��)���
-����
�ก�������#��#�$� 
[ ]XIn   ��%������	%��� ��2 
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����� ����� 3.7 �%#	,+	���(�%
���&�ก	
��ก+	#���#���� ��2 
x + 2y + z =  5 

2x & 5y & 5z =  0 

3x + 2y & 3z  =  &1  

��!���� ���ก	
�+	����ก	
�	��)�ก�����
�ก�����%����#	,+	���(�%
���&�ก	
 ,$� 

  
















−−

−−

1323

0553

5121

  ~  

133

122

R3RR

R2RR

16640

10790

5121

−→

−→

















−−−

−−−  

~  

33

322

311

R
2

1
R

R2RR

R
2

1
RR

8320

22510

3201

−→

−→

+→

















−

−−

 

~  

233 R2RR521300

22510

3201

+→














−

−−

 

~  

33 R
13

1
R4100

22510

3201

→















−

−−

 

~  

33

322

321

R
13

1
R

R5RR

R2RR

4100

2010

5001

→

+−→

+→
















−  

  �����5�  ,+	���(�%
���&�ก	
 ,$�  (5 , & 2 , 4)   Ans.. 
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  ���#$ก%�� 3.2 (/) 

�%#	,+	���(�%&�ก	
���%�&����(����� ��2 

1. x + y + 2z  =   9 

2y & 7z  =   &17 

 3x +6y & 5z  =   0 

2. x + y + 2z =  9 

2x + 4y & 3z =  1 

3x + 6y & 5z  =  0 

3. w & x + y & z =  &4  

4w & x + 3y + z =  &8   

2w + x + y & z  =  0 

3w +2x + y & 3z  =  1 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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3.3 ก��%�
���ก()8ก8��+��,��ก��������ก����
��� 

                ก+	#���#�  A ��.����
�ก�����(�	�  n ×  n 

   )�	 A ��.����
�ก�� ����กI	� �
	&	�	
)#	 A-1
  ��0��&
�	%���
�ก�����%���� [ ]nIA M  

�*�%��.����
�ก��(�	� n ×  2n  �	ก��2��*%���ก	
�+	����ก	
�	��)������
�ก�����%�����2 ��$���������#� 
n #��ก�
ก (���
�ก�� A) ก�	���.� nI  ����
	�� ����	 A-1

 ก4,$����
�ก�����
	กJ��-��� n #��ก&����	�
(�% [ ]nIA M   ����,$� 

   [ ]nIA M    ~     [ ]1

n AI −M  

����� ����� 3.8 �%#	���
�ก��FกF�� ()�	�) (�% A = 

















−−

−

−

326

101

011

 

��!����  ��$��%�	ก det(A) = (0 + 6 +0) & (0 + 2 + 3) = 1 �*�% �����	ก�� 0  
�&�%��	 A � A-1

 

[ ]nIA M     ~     

















−−

−

−

100326

010101

001011

 

~     

133

122

R6RR

RRR

106340

011110

001011

−→

−→

















−−

−−

−

 

~     

233 R4RR142100

011110

001011

−→















−−

−−

−

 

~     322 RRR

142100

133010

001011

+→

















−−

−−

−
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~     
211 RRR

142100

133010

132001 +→

















−−

−−

−−

 

 �����5�  A
-2
 = 

















−−

−−

−−

142

133

132

     Ans.. 

 

  ���#$ก%�� 3.3 

�	ก���
�ก�� A ��ก+	#���#���� ��2 �%#	 A
-1 

 ()�	�)  0����1ก	
�+	����ก	
�	��)� 

1. A = 






 −

21

74
 

2. A = 







−

−

42

68
 

3. A = 
















−

310

011

2016

 

4. A = 



















0102

1000

0020

1001

 

℘℘℘℘℘℘℘℘℘ 
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���:��;ก�
 

ก��  ��ก ����
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 4. ก
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 2. �����,
�2%�� 2. ก
�%���K : 0
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